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RESUMEN

Se estudia €@ problema de pandeo lateral torsional de las vigas elasticas de seccidén doble Te
simplemente apoyadas, cargadas con una fuerza concentrada aplicada en su seccion central. La
fuerza se supone aplicada en €l centro del alainferior, en el baricentro de la seccién, en el centro del
ala superior y en puntos por encima del ala superior a una atura variable. Las vigas estén
arriostradas en dos secciones dispuestas simétricamente respecto del plano de la seccién central de
laviga. Ladistancia entre las secciones arriostradas y € centro toma valores variables.

Se resuelve € problema mediante las ecuaciones diferenciales basicas de la teoria de segundo orden
de las barras elésticas de paredes delgadas. Se encuentra una solucion analitica basada en series de
potencias.

Para que los resultados tengan un valor mas general, se obtienen las cargas criticas en forma
adimensiona y en funcién de variables adimensionales que representan las propiedades de la viga,
la posicion de la carga y de los arriostramientos. Los resultados se presentan mediante tablas y
gréaficos.

Con fines comparativos, se encara la resolucion del problema mediante las férmulas aproximadas
indicadas en la norma LRFD del American Institute of Steel Corstruction Se analiza la limitacion
de las expresiones de esa norma, que no permite tener en cuenta la altura del punto de aplicacion de
lacargay, donde es posible su aplicacion, se determinan los errores resultantes.

De los resultados obtenidos, se deduce también la posicion optima de los arriostramientos.
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I ntroduccién

El pandeo lateral torsional en régimen elastico es una posible forma de falla de las vigas de acero.
Por consiguiente, las normas referentes a estas construcciones contienen prescripciones para
facilitar la verificacion de la seguridad de las vigas frente a este tipo de falla. El clculo de los
momentos criticos en régimen eléstico se realiza mediante formulas aproximadas que se refieren a
distintos casos particulares.

Por otra parte, es bien conocido que un adecuado arriostramiento de las vigas es una medida
constructiva muy eficaz para algjar €l peligro de este tipo de falla. Por tal motivo resulta de interés
estudiar casos en los que las vigas estan sujetas a algun tipo de arriostramiento y su colocacién en la
posicion que resulte més eficaz.

El objetivo de este trabgjo es ampliar €l conocimiento de los casos de pandeo lateral torsional de
vigas arriostradas. Los resultados obtenidos en forma anaitica mediante la resolucién de las
ecuaciones diferenciales basicas de la teoria general de segundo orden, ademas de su utilizacion
préctica directa, permiten analizar los errores de las formulas contenidas en la norma LRFD de
American Ingtitute of Steel Corstructionref. [1], asi como las limitaciones de su aplicacion.
También permiten conocer la posicion éptima de |os arriostramientos.

El Problema Considerado

Se supone una viga elastica prismatica de seccion doble Te simplemente apoyada, segiin se muestra
en lasfiguras 1y 2, y arriostrada en dos secciones simétricamente dispuestas a una distancia ¢ de la
seccion central, de modo que no puedan girar en su propio plano ni desplazarse horizontalmente.

Para estudiar € problema usamos un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales X, Y, Z de
modo que en la configuracion inicial de la barra, € e Z coincide con el ge baricéntrico de la
barray losges X e Y son en cada seccion ges principales de inercia. También usamos un sistema
de coordenadas acompariantes X, y, z, que en la configuracion inicial de la barra coinciden con las

cartesianas y que permanecen constantes para cada punto durante la deformacion de la misma.

Suponemos que la barra esta cargada con una f uerza
P = Pey (@)
quetiene ladireccion del ge Y del sistema de coordenadas cartesianas y esté aplicada en la seccion

central de la viga. El punto de aplicacion de la fuerza es € punto A, cuyas coordenadas
acompanantesson 0, y,, O (ver figura2).

Enlostramos 0<z<cy c<z<L, no hay fuerzas exteriores distribuidas.
P

Y

Figura 1 -Estado de carga de la viga ssmplemente apoyada.
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Figura2- Seccion transversal delaviga.

L as Ecuaciones de Equilibrio Internoy los Esfuerzosde la Barra

La estructuray las cargas son simétricas respecto del plano Z = 0 en la configuracién inicial. Como
el modo de pandeo lateral torsional es simétrico respecto de dicho plano, consideramos solo la
mitad de lalongitud de la viga cuyas coorderadas z son positivas.

Dado que en la seccion z=c existe un arriostramiento, a los efectos de resolver el problema,
consideramos separadamente el intervalo 0< z< ¢, que llamamostramo 1y €l intervalo c<z< L,
que llamamos tramo 2.

Teniendo en cuenta que las fuerzas exteriores distribuidas son nulas, |as ecuaciones diferenciales de
equilibrio interno para el tramo 1, de acuerdo con ref. [2], son

— 2 =0 - + 1_ 1INL + L=0

W R P Sy s

dQ, aglu, dQ,0 dMm,,

=% —p - + LN, +—2=0 2
dz @ & az Ye zo * dz @)
sz av du sz

— 2 =0 -1 + 1 + =0

dz dz Q. dz Qs dz

En estas ecuaciones Q. , Q,, N, My, M, y M, son los esfuerzos de la bara en la
configuracion deformada referidos a las coordenadas cartesianas fijas X, Y, Z; u y v, son las

componentes de |os desplazamientos de los centros de corte de las secciones en las direcciones de
los ges X e Y, respectivamente; Q, es larotacion de las secciones en su propio plano; X. e Y.

s0n las coordenadas del centro de corte.

Si integramos las ecuaciones (2) y tenemos en cuenta que las coordenadas del centro de corte son
nulas, se obtiene

Qxl :Qxl MXl :Q\ﬂz_ N21V1+ Mxl
- 3.
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Q =Q, My, =-Q,z- N u +My (3)
N, = N; M, = Q;lvl - Q:lul-'- Mz:

En forma analoga, se obtiene parael tramo 2
Qy, =Q;2 My, :Q:@Z' N;2V2+M:(2
Q, =Q, M,, =-Qy,z+ N, u, + My, @
N, = N;2 M, :Q;zvz' Q\:ZU2+M;2

En las ecuaciones (3) y (4), las cantidades sefidadas con un asterisco (*), forman un conjunto de
doce constantes de integracion.

Para determinar estas constantes se han planteado:

a. Las ecuaciones de equilibrio en la configuracién deformada de un segmento de barra
comprendido entre dos secciones infinitamente proximas de coordenadas, z=-d y z=+d con
d® 0.

b. Las ecuaciones de equilibrio en la configuracion deformada de un segmento de barra
comprendido entre dos secciones infinitamente préximas de coordenadas, z=c-dy z=c+d con
d® 0.

c. Las condiciones de simetriay continuidad.

d. Las condiciones correspondientes al extremo articulado.

e. Laausencia de esfuerzos iniciales en la barra.

Se obtienen los esfuerzos para el tramo 1

P_ P
Qxlzo Mxl:_EZ-FEL
P
QY1 =- E MY1 =0 (5)
P P
NZ1:O MZ1 :Eul-'-z(yAng ulo)
y para el tramo 2
P_ P
=0 M, =-—z+—L
%, X2 2702
P
QYZ =- E MY2 =0 (6)
P
N, =0 M, ZEUZ
También se obtienen las acciones que gerce e arriostramiento sobre laviga
. . P
Fy =0 M, :E(YAQ1D - ulo) )

sendo F, lafuerzaendireccion X y M, e par que actliaen e plano de la seccidn arriostrada.

En las ecuaciones (5), (6) y (7) se usala notacion

Qlo = (Ql)z:O ulo = (ul)z:O (8)
L as Relaciones entre Esfuer zosy Defor maciones

Las relaciones entre esfuerzos y deformaciones, segun se indican en ref. [2], son
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d3v du dv d
Elxy*'(chx - MZ)E-‘-yQ(dZ (chx XCQY ) d§+MYQ+M =0
d2u dv dQ _
Elyd_2+(XCQY+M ) +Xch (chx' XCQ(- Mz)xc_+MxQ' MY_O (9)
d du dv d
EIWdZQ (- YN, +M )—+(xCN +M)d (GI +i2N, +r M -rM)d§+M =0

En estas ecuaciones, |, , |, son los momentos principales de inercia baricentricos de la seccidn; |,
es su momento de inercia sectorial; 1, esla constante de torsion libre; i. es su radio de giro polar
respecto del centro de corte; y r,, r, son dos constantes geometricas de la seccion definidas por las
expresiones

vy ke

I

X y
Si en las ecuaciones (9) introducimos los esfuerzos expresados por las ecuaciones (5) y se tienen en
cuenta las condiciones de simetria del perfil doble Te (r, =r, =X =y. =0), se tiene para €

tramo 1,

_2XC

d"’vl P__P

El, z+—L =0
“dz2 2 2
d? u1 P
L-2z 0 10
A I Ca (10)
d*Q, P du, dQ
El L+ —(L- z2)—2-Gl,—L+—u+— =0
Y odz® 2( )dz T dz ul (Q1°yA °)
Después de derivar la Ultima ecuacion (10) unavez respecto de z, resulta
d‘Q d? U d’Q
El, —1+—(L-z Gl L=0 11
w dZ4 2( )d 2 T dz 2 ( )
Si procedemos en forma andloga para el tramo 2, obtenemos
d, P
El Z2+—(L- z)=0
X dZZ 2( )
d’u, P
Bl +E(L' 7)Q,=0 (12)
3
£, 9 P g 9%, Py o
dz 2 dz dz 2
Después de derivar la Ultima ecuacion (12) unavez respecto de z, setiene
d‘Q, P d’u d*Q
El 2+ —(L- 2- Gl 2=0 13
w dZ4 2( Z) d 2 T d 2 ( )

La primera ecuacion (10) y la primera ecuacion (12) permiten obtener la deflexion de la viga en su
plano de simetria Y,Z . Para analizar e problema de pandeo lateral debemos considerar € sistema

de ecuaciones homogeéneas formado por la segunda ecuacion (10), (11), la segunda ecuacion (12) y
(13).

De la segunda ecuacién (10), obtenemos
du, _ P(L- 2)
dZ = 2El, %

que, reemplazada en la ecuacion (11), nos da
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d‘Q, Gl d’Q, PL- 2f
dz* El, dz? 4El El,
Si definimos los adimensionales

z C Gl L? El PL?
x =2 =< a= b= |— = 15
L L El, \/GlT 973 [EIGI, 1)

la ecuacion (14) puede escribirse en la forma

Q=0 (14)

d‘Q _ d* Ql
-a—- g%ax 16
dX4 dX g Ql ( )
Si procedemos en forma andloga con la segunda ecuacion (12) y la ecuacion (13), se obtiene
d4Q2 GlT d2Q2 Pz(l— - 2)2
- - =0 1
dz¢ El, dZ  4ElEl, R (1)
y s introducimos los adimensionales definidos por las ecuaciones (15), resulta
d‘Q, d Qz
- ax’Q,=0 18
dX 4 d g QZ ( )

Las ecuaciones diferenciales (16) y (18) deben satisfacer las siguientes condiciones de borde y
continuidad

leg :O :0 anlg :mQZQ
. @ X EK
(19)
aal’Q, 0 _EE‘jZQzQ _ _ aal’Q,0 _
ngZ a:l_k g dX Q( e (Q2)x:1-k =0 (QZ)XZO_O ng Q(_O_O

Asimismo, deben cumplir una condicion adicional que se obtiene de la tercera ecuacion (10),
poniendo en ella z=0 y teniendo en cuenta

) 2Q, 0
&dz g, e dz g,

gd— =~ ya(Q) (20

Esta ecuacion puede ponerse en términos de Ios adimensionales definidos por las ecuaciones (15).
Si ademas tenemos en cuenta que en el caso de perfiles doble Te, como €l indicado en lafigura 2, es

=0

resulta

th® 2bt® + hs® b*h’t
|, =— |, =———— l, = 21
- T 3 w7 (21)
y s introducimos estas expresiones en laterceray cuarta ecuacion (15), se obti ene
2,2 3 0
-0 SF, s 2 b _—F (22)
b*h* E 2bt” & ,
2bt3
con lo que resulta entonces
aby—LA =Jae (23)
En la ecuacion (23), e esun adimensional definido por la expresion
e:% (24)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (15), y (23), la ecuacion (20) queda en laforma

_6-
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aal’Q, 0
-gd% > +gvae(Q)., =0 (25)
X" g4
La ecuacion (25) y las siete ecuaciones (19) son las condiciones que deben satisfacer |as ecuaciones
diferenciales (16) y (18).

L a Solucidon de las Ecuaciones Diferenciales del Problema

La solucién genera de las ecuaciones diferenciaes (16) y (18) puede encontrase proponiendo una
serie de potencias de laforma

Q =X "(@om + X + 2, X"+ 2y X ) (26)
donde i =1, 2 y m esunaconstante.

Si introducimos la ecuacion (26) en la ecuacion diferencia (16) o (18), se obtiene una serie de
potencias de x donde la menor potencia es x™*. Si anulamos & coeficiente de esa potencia en la
serie, se obtiene

8,»m(m- L)(m- 2)f(m- 3)=0 (27)
Esta ecuacion se satisface cuando
i0
a : 2
{3

y adoptamos arbitrariamente a, , =1.

Si anulamos todos los demas coeficientes de la serie de potencias resultante, se obtienen los
coeficientes a, , de cuatro series de potencias de la forma (26) que son solucion de la ecuacion

diferencia y que se corresponden con los valores de m consignados en la ecuacion (28).

Entonces, las soluciones generales de las ecuaciones diferenciales (16) y (18), pueden expresarse
como la suma de cuatro series multiplicadas por sendas constantes arbitrarias, o sea

3 3
Q1=a Anfm Q2=a Bmfm (29)
m=0 m=0
donde A, A, A, A, By, B, B, y B, son ocho constantesy |as series son
¥
fo= dax™ (30)
§=0,2,4,...
m=0, 1, 2 3
L os coeficientes de las series en la expresion (30) son
a
a. =1 = a, ———— 31
o,m a2,m (m+2)(m+1)a0m 4,m (m+4)(m+3)a2m ( )
a g%a

e e -0 (e e me - 2me- 90

paa j =6, 8 10,., ¥.
En las expresiones (31), m toma los valores (28).

L as derivadas primera, segunday tercera de las series (30) son

_7-
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f :%: ga (m+J)>(m+Jl
oA e
. d*f 3 -
fo=——f= aa(m+j)m+j- k™2 (32)
dx 1:0,2,4,J'
W d3f 3 i
fo=—= Qa,m+j)m+j-1m+j- k™"
dx j:o,2,4,J'
Si introducimos la segunda ecuacién (29) en las dos Ultimas ecuaciones (19), se obtiene
B,=0 B,=0 (33)
con lo que la segunda ecuacion (29) se reduce a

Q,=Bf,+B:f; (34)
Si se plantean las restantes condiciones (19) y la ecuacion (25), mediante las expresiones (30) y
(32), se obtiene un sistema de seis ecuaciones lineales algebraicas homogéneas en A,, A, A, A,

B, y B,. Lacondicion para que este sistema tenga soluciones distintas de la trivial es que se anule
el determinante de la matriz de los coeficientes, de donde resulta la ecuacion (35)

() () () () 0 0
-()rovae(f). - (1)+ovme(t) - (f)+gvae(f,)., - (i)+ovae(f), O 0
(o (£) s (f2)-se (fo)v 0 I
fOI =1-k f1~ =1-k f2‘ x=1-k f?: x =1-k B fll x=1-k f?; =1-k
fon}x =1-k %fl& =1-k éfZ{ =1-k éf;%x =1-k f &4:1- ko Efj: =1-k
f

1
1)>< =1-k ( f3)x =1- k

0 0 0 0 (

(35)
Los elementos del determinante de la ecuacion (35) se calculan con las expresiones (30) y (32).

La ecuacion (35) es unafuncion de laforma

Fla,k,eg)=0 (36)
donde el adimensional a depende de las propiedades geométricas y mecanicas de laviga, k define
la posicion de los arriostramientos en la longitud de laviga, e caracteriza a la ubicacién del punto
de aplicacion de las cargas en €l plano de lasecciény g es un adimensional que representa a la

magnitud de las cargas con relacion alas propiedades de la viga.

Fijados, a, k y e, seobtiene g, como la menor raiz real positiva de la funcion (36), lo que
permite calcular la carga critica en régimen elastico mediante la expresion

L2

P« =0«

(37)

L os Resultados Obtenidos

Se redlizaron los célculos de g, tomando para a valores en e intervalo 01£a £100, que

coinciden con los considerados por Timoshenko en el problema de pandeo lateral de una viga de

seccion doble Te bajo la accion de una fuerza concentrada en el centro, seglin puede verse en la
tabla 6-5 deref. [3].

Losvaoresde k setomaron entre 01y 0,9, variando en intervalos de 0,1.
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Los valores considerados para e son 1,0 (cargas aplicadas en e centro del alainferior), 0,0 (cargas
aplicadas en € baricentro), - 10 (cargas aplicadas en e centro del ala superior) y valores - 12,
- 14y - 16, que corresponden a posiciones de | as cargas por encimadel ala superior.

Para redlizar los célculos se desarroll6 un programa de computacion en lenguaje Fortran en € que
se usoO doble precision. Las series fueron evaluadas mediante la suma de sus cien primeros términos
(j =0, 2,.., 200), después de comprobar que los resultados no experimentaban cambio con

cantidades de términos menores que la adoptada.

L os resultados obtenidos se consignan en lastablas 1 a 6

Tablal. Vaoresde g, para e =10
k=01 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9
1150 | 139,55 | 1288 | 90,80 | 67,23 | 53,13 | 44,11 | 37,97 | 33,59
37,09 | 4498 | 41,37 | 29,16 | 21,64 | 17,14 | 14,26 | 12,31 | 10,92
26,79 | 32,46 | 29,74 | 20,97 | 1559 | 12,38 | 10,33 | 8,936 | 7,947
19,70 | 23,86 | 21,70 | 15,30 | 11,42 | 9,106 | 7,629 | 6,629 | 5,922
16,68 | 20,19 | 18,23 | 12,86 | 9,634 | 7,711 | 6,483 | 5,653 | 5,067
14,93 | 18,07 | 16,21 | 11,44 | 8,601 | 6,906 | 5824 | 5093 | 4,578
12,95 | 15,67 | 13,89 | 9,817 | 7,421 | 5992 | 5077 | 4,460 | 4,025
11,83 | 14,30 | 1255 | 8,885 | 6,749 | 5474 | 4,657 | 4,103 | 3,715
11,10 | 13,42 | 11,66 | 8,269 | 6,309 | 5137 | 4,383 | 3,871 | 3,513
1057 | 12,79 | 11,02 | 7,828 | 5996 | 4,897 | 4,189 | 3,707 | 3,369
9,426 | 11,41 | 9,568 | 6,840 | 5301 | 4,370 | 3,763 | 3,347 | 3,054
8,773 | 10,63 | 8,698 | 6,264 | 4,902 | 4071 | 3,523 | 3,142 | 2,873
8,415 | 10,21 | 8,200 | 5942 | 4,682 | 3,907 | 3,391 | 3,030 | 2,773
100 | 8,186 | 9,944 | 7,871 | 5733 | 4540 | 3,802 | 3,307 | 2,958 | 2,708

ODORNNE P o
SO ROCoONPORANE Y

Tabla2. Valoresde g, para e =0,0

k=0,1 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=0,5 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9
1149 | 137,1 | 1179 | 79,74 | 57,31 | 44,08 | 35,65 | 29,93 | 25,84
37,05 | 44,20 | 3791 | 2567 | 18,51 | 14,28 | 11,60 | 9,778 | 8,481
26,75 | 31,91 | 27,28 | 1850 | 13,38 | 10,36 | 8,449 | 7,153 | 6,232
1968 | 23,46 | 19,93 | 1355 | 9859 | 7,687 | 6,309 | 5379 | 4,721
16,66 | 19,86 | 16,77 | 11,43 | 8,362 | 6,556 | 5410 | 4,638 | 4,094
1492 | 17,78 | 1494 | 10,20 | 7,501 | 5910 | 4,900 | 4,220 | 3,741
1294 | 1542 | 12,83 | 8,804 | 6,525 | 5183 | 4,329 | 3,754 | 3,350
11,82 | 14,09 | 11,62 | 8,006 | 5976 | 4,777 | 4,012 | 3,497 | 3,135
11,08 | 13,22 | 10,82 | 7,483 | 5619 | 4516 | 3,810 | 3,332 | 2,999
10,56 | 12,60 | 10,24 | 7,110 | 5367 | 4,332 | 3,668 | 3,218 | 2,903
9417 | 11,25 | 8942 | 6,283 | 4,817 | 3,937 | 3,366 | 2,974 | 2,698
8,765 | 10,50 | 8,173 | 5809 | 4,509 | 3,721 | 3,202 | 2,842 | 2,587
8,408 | 10,09 | 7,738 | 5549 | 4,343 | 3,606 | 3,115 | 2,772 | 2,527
100 8,180 | 9,825 | 7,454 | 5381 | 4,238 | 3,533 | 3,061 | 2,728 | 2,490

WORNNE P o
SO ROooN®PO AN II®
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Tabla 3. Valoresde g, para e=-1,0

k=0,1 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=0,5 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9

0,1 114,7 | 1345 | 107,7 | 69,93 | 48,76 | 36,47 | 28,72 | 23,50 | 19,78
1 37,00 | 43,36 | 34,65 | 2255 | 1580 | 11,87 | 9,401 | 7,737 | 6,559
2 26,72 | 31,31 | 2495 | 16,29 | 11,46 | 8,654 | 6,890 | 5704 | 4,866
4 19,65 | 23,03 | 18,27 | 11,98 | 8,495 | 6,473 | 5201 | 4,348 | 3,748
6 16,64 | 1950 | 15,40 | 10,14 | 7,244 | 5561 | 4,502 | 3,793 | 3,295
8 1490 | 17,46 | 13,73 | 9,086 | 6,530 | 5045 | 4,110 | 3,484 | 3,046
12 1292 | 1515 | 11,82 | 7,884 | 5728 | 4,472 | 3,680 | 3,149 | 2,778
16 11,80 | 13,85 | 10,73 | 7,205 | 5282 | 4,159 | 3,448 | 2,970 | 2,637
20

24

40

60

80

11,07 | 13,00 | 10,01 | 6,763 | 4,996 | 3,961 | 3,303 | 2,860 | 2,551
10,55 | 12,39 | 9499 | 6,450 | 4,796 | 3,824 | 3,204 | 2,785 | 2,493
9,408 | 11,08 | 8,344 | 5,765 | 4,370 | 3,540 | 3,003 | 2,636 | 2,378
8,758 | 10,34 | 7,671 | 5382 | 4,142 | 3,395 | 2,904 | 2,565 | 2,324
8,401 | 9,939 | 7,296 | 5176 | 4,024 | 3,322 | 2,857 | 2,531 | 2,299
100 | 8173 | 9,686 | 7,053 | 5047 | 3,952 | 3,280 | 2,830 | 2,512 | 2,285

Tabla4. Valoresde g, parae=-12

k=0,1 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9
114,7 | 1339 | 105,7 | 68,12 | 47,22 | 3513 | 27,53 | 22,41 | 18,78
36,99 | 43,19 | 34,02 | 21,98 | 1531 | 1145 | 9,019 | 7,390 | 6,237
26,72 | 31,19 | 24,51 | 1588 | 11,11 | 8,351 | 6,618 | 5456 | 4,636
1965 | 2294 | 17,95 | 11,69 | 8,247 | 6,256 | 5,006 | 4,169 | 3,581
16,63 | 19,42 | 15,13 | 9,905 | 7,040 | 5382 | 4,341 | 3,645 | 3,157
1490 | 17,39 | 1350 | 8,878 | 6,352 | 4,889 | 3,969 | 3,354 | 2,924
12,92 | 15,09 | 11,63 | 7,712 | 5581 | 4,343 | 3,563 | 3,041 | 2,676
11,80 | 13,79 | 10,56 | 7,055 | 5153 | 4,046 | 3,345 | 2,876 | 2,548
11,07 | 12,95 | 9,860 | 6,627 | 4,880 | 3,859 | 3,210 | 2,774 | 2,470
1055 | 12,35 | 9,356 | 6,325 | 4,689 | 3,730 | 3,119 | 2,706 | 2,418
9,406 | 11,04 | 8,229 | 5666 | 4,286 | 3,466 | 2,936 | 2,573 | 2,319
8,756 | 10,30 | 7,574 | 5300 | 4,072 | 3,333 | 2,848 | 2,512 | 2,274
8,400 | 9,907 | 7,210 | 5105 | 3,963 | 3,268 | 2,807 | 2,485 | 2,255
100 8,172 | 9,656 | 6,975 | 4982 | 3,897 | 3,231 | 2,785 | 2,471 | 2,246

0O REANNEBP o
SOSRSo @O A~NEII®

Tabla5. Valoresde g, parae=-14
k=0,1 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=0,5 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9
114,7 | 133,3 | 1038 | 66,36 | 45,74 | 33,85 | 26,39 | 21,38 | 17,84
36,99 | 43,01 | 3340 | 21,42 | 14,83 | 11,04 | 8,656 | 7,061 | 5,936
26,71 | 31,06 | 24,07 | 15,48 | 10,77 | 8,059 | 6,359 | 5221 | 4,420
1964 | 22,84 | 17,63 | 11,41 | 8,007 | 6,047 | 4,820 | 3,999 | 3,424
16,63 | 19,34 | 14,87 | 9,672 | 6,842 | 5209 | 4,186 | 3,503 | 3,026
14,89 | 17,33 | 13,27 | 8,674 | 6,179 | 4,738 | 3,834 | 3,230 | 2,809
1292 | 15,04 | 11,44 | 7,544 | 5438 | 4,218 | 3,450 | 2,937 | 2,579
11,80 | 13,74 | 10,40 | 6,907 | 5,028 | 3,936 | 3,246 | 2,784 | 2,462
11,07 | 12,90 | 9,707 | 6,494 | 4,767 | 3,759 | 3,120 | 2,691 | 2,392
10,55 | 12,30 | 9,215 | 6,203 | 4,585 | 3,638 | 3,036 | 2,630 | 2,346
9,404 | 11,00 | 8,115 | 5569 | 4,203 | 3,393 | 2,869 | 2,512 | 2,261
8,754 | 10,27 | 7,478 | 5219 | 4,004 | 3,272 | 2,793 | 2,461 | 2,226
8,399 | 9,874 | 7,124 | 5034 | 3,903 | 3,215 | 2,759 | 2,440 | 2,213
100 | 8,171 | 9,624 | 6,897 | 4919 | 3,842 | 3,182 | 2,741 | 2,430 | 2,207

WORNN P o
SO RSO RA~NEO®
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Tabla 6. Valoresde g, parae =-16

k=01 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9

0,1 1146 | 1328 | 101,9 | 64,65 | 44,31 | 32,62 | 2531 | 20,42 | 16,97
1 36,98 | 42,83 | 32,80 | 20,88 | 14,38 | 10,65 | 8,312 | 6,751 | 5,653
2 26,70 | 30,93 | 23,64 | 1510 | 10,45 | 7,780 | 6,112 | 4,998 | 4,216
4 1964 | 22,75 | 17,32 | 11,13 | 7,775 | 5847 | 4,642 | 3,838 | 3,276
6 16,63 | 19,26 | 14,61 | 9,445 | 6,651 | 5043 | 4,039 | 3,369 | 2,901
8 14,89 | 17,26 | 13,05 | 8,476 | 6,012 | 4592 | 3,704 | 3,112 | 2,699
12 1291 | 14,98 | 11,25 | 7,380 | 5299 | 4,096 | 3,341 | 2,838 | 2,487
16 11,80 | 13,69 | 10,23 | 6,764 | 4,906 | 3,829 | 3,150 | 2,696 | 2,379
20

24

40

60

80

11,06 | 12,85 | 9,556 | 6,364 | 4,656 | 3,662 | 3,033 | 2,611 | 2,316
1055 | 12,26 | 9,075 | 6,083 | 4,483 | 3549 | 2,955 | 2,555 | 2,276
9,402 | 10,96 | 8,002 | 5474 | 4122 | 3,321 | 2,805 | 2,452 | 2,204
8,753 | 10,23 | 7,383 | 5140 | 3,936 | 3,212 | 2,738 | 2,411 | 2,178
8,397 | 9,840 | 7,040 | 49064 | 3,843 | 3162 | 2,711 | 2,396 | 2,171
100 8,170 | 9592 | 6,821 | 4855 | 3,789 | 3,135 | 2,698 | 2,390 | 2,169

Su correspondiente representacion grafica se muestra en las figuras 3 a 8.

Valores de gamma critico para eps=1
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alfa=40 alfa=60 alfa=80 alfa=100

Figura 3. Valoresde g, para e =1,0
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Valores de gamma critico para eps=0
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Figura 4. Valoresde g, para e=0,0
Valores de gamma critico para eps=-1
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Figura5. Valoresde g, para e=-1,0
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Valores de gamma critico para eps=-1,2
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Figura 6. Valoresdeg, parae=-12

Valores de gamma critico para eps=-1,4
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Figura7. Valoresdeg, para e =-14
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Valores de gamma critico para eps=-1,6
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Figura 8. Valoresde g, para e=-16

Célculo delas Cargas Criticas mediante € Eurocode 3

La norma europea Eurocode 3 (ref. [4]) contiene una formula general para € calculo de momentos
flexores criticos en régimen elastico que permite tener en cuenta la atura de aplicacién de las
cargas, pero la norma no trae los valores de los coeficientes necesarios para realizar los caculos
correspondientes a este caso, por 10 que no puede aplicarse.

Célculo delas Cargas Criticas mediante la Norma LRFD déd AISC

En la norma dd American Ingtitute of Steel Construction, "Load and Resistance Factor Design
Specification for Structural Steel Buildings', December 27, 1999 (ref. [1]), € caculo del momento
critico de pandeo lateral torsiona de vigas esta considerado en el caso en que las cargas estén
aplicadas alo largo del ge baricéntrico.

En & régimen eléstico, e momento critico en barras de seccion doble Te esta dado por la férmula
(F1-13)

2

M, :cbﬁ\/ElyGMa@E% 1,C. (39)
L, L, o

donde J eslacorstante de torsion libre de la seccion, L, eslalongitud libre sin arriostramientos y

C,, es e momento de inercia sectorial y C, es un coeficiente adimensiona que se calcula con la

expresion

_ 125M, .,

~25M,,, +3M,+4M,+3M,

G, (39)
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donde M, es e valor absoluto del momento flexor méximo en e tramo no arriostrado

considerado, M es el valor absoluto del momento flexor en e centroy M,y M. los vaores
absolutos de los momentos flexores en los cuartos de la longitud del tramo.

Si aplicamos las expresiones (38) y (39) a tramo central de longitud 2c comprendido entre los dos
arriostramientos y usamos |los adimensionales definidos por |as ecuaciones (15), se obtiene

__p p’
(gK)a_Z<-O,48k2 1 Zak

Si aplicamos las expresiones (38) y (39) a tramo de longitud L - ¢ entre una seccion arriostrada y
el apoyo, resulta

(40)

2

S p P
=_ 1+
(gK)a 3(1_ k)2 (1_ k)2a
El menor de los dos valores (g K)a calculados con las expresiones (40) y (41) es € valor critico del
adimensional definido por la quinta ecuacion (15), calculado mediante la norma americana.

(41)

Por cuanto en la norma americana, las cargas se suponen aplicadas en e ge baricéntrico de la viga,
comparamos (g K)a con los valores obtenidos en e presente trabgjo para e =0,0 consignados en la

tabla 5. Si tomamos a estos ultimos como valores exactos, se pueden calcularon en cada caso los
errores relativos porcentuales

_ 9k - ( K)a

E —Trloo%
: gK a

que se consignan en latabla 7.

Tabla7. Vaoresde E, para e =0,0.
a k=0,1 | k=0,2 | k=0,3 | k=0,4 | k=0,5 | k=0,6 | k=0,7 | k=0,8 | k=0,9
0,1 604 | 345 | 260 | 473 | 608 | 728 | 844 | 958 | 106,9
1 578 | 333 | 260 | 458 | 573 | 666 | 751 | 826 | 894
2 554 | 322 | 261 | 443 | 538 | 610 | 670 | 720 | 762
4 514 | 301 | 260 | 416 | 483 | 526 | 556 | 580 | 598
6 480 | 285 | 259 | 393 | 44,0 | 465 | 479 | 489 | 498

8 45,3 27,0 25,8 37,2 40,6 41,8 | 42,3 42,7 | 43,0
12 41,0 24,7 255 34,1 354 35,2 34,7 344 | 344
16 37,8 22,9 25,0 31,5 31,6 30,7 29,7 29,2 29,1
20 351 21,4 24,5 29,4 28,8 27,4 26,3 255 255
24 33,0 20,2 24,0 27,7 26,6 24,9 23,6 22,9 22,8
40 27,5 16,8 22,1 22,9 20,8 18,9 17,6 16,9 16,8
60 23,6 14,5 20,0 19,3 17,0 15,3 14,0 13,4 13,4
80 21,2 12,9 18,4 17,0 14,8 13,2 12,0 11,4 11,4
100 19,5 11,8 17,0 15,3 13,3 11,8 10,7 10,2 10,2

Conclusiones

Los valores criticos de las cargas que producen el pandeo lateral torsional en régimen eléstico en el
caso estudiado, pueden calcularse mediante las tablas 1 a 6.

-15-



XXXl JORNADAS SUD-AMERICANAS DE INGENIERIA ESTRUCTURAL

En todos los casos se observa que la posicion éptima de |los arriostramientos es la que corresponde a
unvalor de k » 0,2.

La férmula aproximada de la norma americana LRFD se refiere a caso en la carga et aplicada ala
altura de gje de la viga. Sus errores son grandes, segin puede apreciarse en la tabla 8.1, pero estén
del lado de la seguridad. Debido a que los resultados son decididamente conservadores, aln en €l
caso en que la carga esté aplicada en €l baricentro del ala superior, o seacon e =-1,0, laférmula da
valores de carga criticas inferiores a las obtenidas en este trabajo. Cuando las cargas estan aplicadas
en puntos mas elevados (e <-1.0), en agunos casos la formula da errores del lado de la
inseguridad, pero relativamente pequefios.
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