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PANDEO LATERAL TORSIONAL DE VIGASDE SECCION
DOBLE TE ARRIOSTRADASEN SU SECCION CENTRAL
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Abstract

La norma LRFD dd American Inditute of Sted Congruction y & Eurocode 3
presentan férmulas aproximadas que permiten € cdculo de las cargas criticas de pandeo
laterd torsiond de vigas de acero en régimen dédtico, en distintos casos particulares.

En & presente trabgo se estudia @ problema de pandeo laterd torsond de las
vigas eladicas de seccién doble Te con su seccidon centra ariostrada, smplemente
gpoyadas bgo la accion de dos cargas concentradas igudes dispuestas Smétricamente
respecto del plano de la seccion centra de la viga. Las cargas se suponen aplicadas a
una distancia variable respecto de la seccion central y en un punto a una dtura también
vaiable.

Se resudve d problema anditicamente mediante las ecuaciones diferenciaes
basicas de la teoria de segundo orden de las barras eésticas de paredes delgadas,
obteniéndose las cargas criticas en forma adimensiond, en funcién de varidbles
adimensonaes que representan las propiedades de la viga y la posicién de las carges.
L os resuitados se presentan mediante tablas.

Con fines comparativos, s andiza la poshilidad de resolucion dd problema
mediante las formulas aproximadas indicadas en € Eurocode 3. Como este caso no esta
contemplado en dicha norma, se proponen coeficientes que permiten ampliar la
posihilidad de utilizacion de la formula contenida en la norma europea. ASmismo, se
andizan las limitaciones de las expresones de la norma americana LRFD de American
Ingtitute of Stedl Construction. Donde es posible, se determinan los errores resultantes.
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1. INTRODUCCION

El pandeo laterd torsond en régimen eégtico es una poshble forma de fdla de
las vigas de acero. Por congguiente, las normas referentes a estas construcciones
contienen prescripciones para facilitar la verificacion de la seguridad de las vigas frente
a edte tipo de fadla El cdculo de los momentos criticos en régimen déstico se rediza
mediante férmulas gproximadas que se refieren a distintos casos particul ares.

Por otra parte, es bien conocido que un adecuado arriostramiento de las vigas es
una medida condructiva muy eficaz paa dga d pdigro de ete tipo de fdla Por td
motivo resulta de interés estudiar casos en |os que las vigas estén sujetas a dgun tipo de
arriostramiento.

El objetivo de este trabgo es ampliar € conocimiento de los casos de pandeo
laerd torsond de vigas ariostradas. Los resultados obtenidos en forma anditica
mediante la resolucion de las ecuaciones diferencides bésicas de la teoria generad de
segundo orden, ademas de su utilizacion préctica directa, permiten redizar una
propuesta que amplia las posbilidades de aplicacién de los procedimientos prescritos en
el Eurocode 3 (ref. 10.6) y andizar los errores de las férmulas contenidas en la norma
LRFD de American Inditute of Steel Corstruction (ref. 10.4), asi como las limitaciones
de su gplicacion.

2. EL PROBLEMA CONSIDERADO

Se supone una viga dédica prisndica de seccion doble Te smplemente
gpoyada, seglin se muestra en las figuras 2.1 y 2.2, cuya seccion centrd esta arriostrada
de modo que no pueda girar en su propio plano ni desplazarse horizontalmente.

Para estudiar € problema usamos un Sstema de coordenadas cartesianas
ortogondes X, Y, Z de modo que en la configuracion inicid de la bara, € de Z
coincide con € ge taricéntrico de labarray los ges X e Y son en cada seccion ges
principaes de inercia. También usamos un Sstema de coordenadas acompaiiantes X, Y,
Z, que en la configuracion inicid de la bara coinciden con las catesanas y que
permanecen constantes para cada punto durante la deformacion de lamisma

Suponemos que la barra esta cargada con dos fuerzas

P=Pey (2.1)
que tienen la direccion de ge Y dd sstema de coordenadas cartesanas y estén
aplicadas en secciones transversdes a una distancia ¢ de la seccion centra de la viga
El punto de aplicacion de cada fuerza en su correspondiente seccidn transversa es €
punto A, cuyas coordenadas acompaiiantesson O, y, (ver figura2.2).

Enlostramos O0< z<cy c<z< L, nohay fuerzas exteriores distribuidas.
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Fig. 2.1 Estado de carga de la viga S mplemente gpoyada.
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Fig. 2.2. Seccion transversd delaviga

3. LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO Y LOS ESFUERZOS
DE LA BARRA

La edructura y las cargas son smétricas respecto dd plano Z = 0 en la
configuracion inicid, pero € modo de pandeo laterd resulta antismeétrico respecto de
dicho plano, debido d ariogtramiento de la seccion centrd de la viga. Teniendo en
cuenta esto, consideramos solo la mitad de su longitud, cuyas coorderadas z son
positivas.

Dado que en la seccidn z = ¢ edtd aplicada una fuerza concentrada, a los efectos
de rexolver d problema consderamos separadamente d intervalo 0<z<c, que
llamamostramo 1y d intervalo c <z < L, que llamamos tramo 2.

Teniendo en cuenta que las fuerzas exteriores didribuidas son nulas, las
ecuaciones diferencides de equilibrio interno para € tramo 1 son (ver at. 5 de
referencia 10.2)
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Q. - g:j‘: ry, dszlgNzl + d';"ZYl =0 3.1
dN dV

En estas ecuaciones Q. , Q,, N, , M, , M, y M, sonlosesfuerzos de la
barra en la configuracion deformada referidos a las coordenadas cartesianas fijas X, Y,
Z; u y v, son las componentes de los desplazamientos de los centros de corte de las
secciones en las direcciones de los gesX e Y, respectivamente;, Q, es la rotacion de
las secciones en su propio plano; X. e Y. son las coordenadas del centro de corte.

S integramos las ecuaciones (3.1) y tenemos en cuenta que las coordenadas del
centro de corte son nulas, se obtiene

Qu, = Q% My, =Qz- Nov, + My
Q,=Q, M, =-Q,z- Nu + M, (32
N, =N, M, =Q.V, - QU + M

En formaandoga, se obtiene parae tramo 2
Qy, =Q, My, =Q,z- N,v, + My,
Q, =Q, M,, =-Q,z+N,u, +M,, (33)
sz = Ngg Mz2 = Q;sz - Q\;uz + M;Z

En las ecuaciones (3.2) y (3.3), las cantidades sefidadas con un asterisco (*),
forman un conjunto de doce congtantes de integracion.

Para determinar estas doce constantes se necesitan doce condiciones.

S s condgdera d equilibrio en la configuracion deformada de un ssgmento de
barra comprendido entre dos secciones infinitamente proximas de coordenadas,
z=c-d y z=c+d con d® 0, podemos plantear seis ecuaciones de equilibrio
conggtentes en tres ecuaciones de nulidad de la suma de las proyecciones de las fuerzas
sobre los ges X,Y,Z y tres ecuaciones de nulidad de la suma de los momentos
respecto de tres ges que pasan por € punto A donde eda aplicada la fuerza Py
paraddosalosges X,Y,Z, respectivamente. Las ecuaciones resultantes son

-Q,, +Q,, =0 -Q, +Q, +P=0 -Nz, +N; =0
Q, (o, - )+ N, (ya+v,)- My +Q, (- vy, +c)- N [y, +v )+ M =0 (34
Q5. (Vy, +¢) + N; (1,Q. - u)- My +Q5 (vy, - ¢) + N, (- y,Q. +u.)+ M, =0
- Q (ya+v)+ Q. (- vaQ. +u.)- M, + Q5 [y, +v) +Q, (v,Q. - u)+ M3, =0
En estas ecuaciones se usala notacion
Ve = (Vl)z:c = (V2)z:c u. = (Ul)z:c = (u2)z:c

edZ Do-c - eE;z:c QC = ( 1)Z:C - (Q2)2=c

gue tiene en cuenta las condiciones de continuidad en laseccion z=c.
Ademés, por razones de Smetriay antismetriaen z= 0, setiene
Q). =0 (m.,),_, =0 (W), =0 (35
y las condicionesdebordeen z= L son
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(MXZ)Z:L =0 (MYZ)Z:L =0 (sz)Z:L =0 (uz)z:L = (VZ)Z:L =0 (36)

S ademés e tiene en cuenta que cuando los desplazamientos son nulos se tiene
M, =M, =0, pueden obtenerse las constantes Q, , Q., N;, M, , My, M},

Q. Q.. N, M, My y M, , lasque reemplazadas en |as ecuaciones (3.2) y (3.3)
nos dan los esfuerzos parad tramo 1

Qxlzo MX1:P(L-C+V9>/A)
Q,=0 M, =0 (3.7)
N, =0 M, =0

y parad tramo 2
Qy, =0 M,, =P(L- 2)
Q, =- M,, =0 (3.8)
sz =0 Mzz = P(uz + yAQC - uc)

4. LASRELACIONESENTRE ESFUERZOSY DEFORMACIONES

Las rdlaciones entre esfuerzos y deformaciones indicadas en referencia 10.2
como ecuaciones (6.11) son

d?v du dv d

EIxE"'(chx - MZ)E-FyCQ(E-'_(yCQX - XCQY' Mz)ycd_(zg"' MYQ+ Mx =0
d?u dv du dQ

EIyE-I-(XCQY-*- MZ)E+XCQXE+(yCQX- XCQ(- MZ)XCE-" MxQ' MY:O
d*Q du dv

Elw?"'(' YCNz +MX)E+(XCNZ +MY)E_

- (o1, +iZN, 41 M - ryMY)?j—Q+MZ =0
VA

(4.1)

En edas ecuaciones, l,, I, son los momentos principdes de inercia

baricéntricos de la seccion; |, es su momento de inercia sectorid; |, es la constante de

w

torsion libre; i es su radio de giro polar respecto del centro de corte; y r,, r, son dos
constantes geométricas de la seccion definidas por las expresiones

B 2 2 N\ 2 2
= q)y(x +y )dxdy_ - (DX(X +y )dxdy_

| AR | 2Xc
X y

S en las ecuaciones (4.1) introducimos los esfuerzos expresados por las
ecuaciones (3.9) y se tienen en cuenta las condiciones de smetria dd perfil doble Te

(r,=r, =% =Y. =0), setienepara€l tramo 1,

2
B 9V p(L- cHvey,)=0
dz?
ST =0 4.2
e Chl O (42)
3
£, L p(L- ) dh. g, Mg
dz dz dz
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Después de derivar la Ultima ecuacion (4.2) unavez respecto de z, resulta

d‘Q du, d*Q
Bl —t+ P(L- ) 7 Gl =5+ =0 (4.3
S procedemos en formaandogaparae tramo 2, obtenemos
g & %21 p(L- 2)=0
d’u
Bl =+ P(L- 2Q,=0 (4.4)

w

3
El %+ P(L - z)dduz2 - G, ddQZZ +Pu, + P(y,Q,- u,)=0
Después de derivar la Ultima ecuacion (4.4) unavez respecto de z, setiene
d d’u, d
El, d?ﬁ +P(L- )OIZZ Gl, sz2 =0 (4.5)
La primera ecuacion (4.2) y la primera ecuacion (4.4) permiten obtener la
deflexion de la viga en su plano de smetria Y, Z . Para andlizar € problema de pandeo
lateral debemos condderar @ sSstema de ecuaciones homogéneas formado por la

segunda ecuacion (4.2), (4.3), la segunda ecuacion (4.4) y (4.5).
De la segunda ecuacion (4.2), obtenemos

du, _ P(L- C)Q

dz* El,
gue, reemplazada en la ecuacion (4.3), nos da
d'Q Gl d°Q, P*(L-cf

dz¢ El, d@  ElEl, @ (46)
S definimos los adimensonades
-z _c a=Sht o B g=_ L
L L El, Gl /EIyGIT
(4.7)
la ecuacion (4.6) puede escribirse en laforma
d* d?
% a8 gaf-k)FQ =0 49
dz dz

S procedemos en forma andoga con la segunda ecuacion (4.4) y la ecuacion (4.5), se
Obtiene
d4Q2 - GIT d2Q2 - PZ(L' 2)2
dz* El, dZ  ElEl,

Q,=0 (49)

y S introducimos los adimens onales definidos por |as ecuaciones (4.7), resulta

d'Q, _d°Q
izt Aaz?
Las ecuaciones diferencides (4.8) y (4.10) deben sdtisfacer las dguientes
condiciones de borde y continuidad
al’Q, 0
=0 —1= =0 = T =
(Ql)z =0 gdZZ é - QZ =1 gdz Q .

-gfa(l- z)’Q, =0 (4.10)

(4.12)
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ol a&l’Q, 0 a&l’Q, 0
(Ql)z =k :(Qz)z =k Ql Q2 —Q21: = —Q22:
dz Q N dz Q N dz® g _, dz® 4 _

Asmismo, deben cumplir una condicion adiciond que obtenemos restando
miembro a miembro la Ultima ecuacion (4.2) y la Udltima ecuacion (4.4). S luego
ponemos z = ¢ Yy tenemaos en cuenta que

o g, 0 Q6 a0,
édzg., édzg., edzg.. edz g,

resulta
.. 3 ..
EIW dQ31 - - EIW dQ?,z I + PyAQC :O
8- 8-
S en esta ecuacion introducimos | os adimensionaes definidos por las
ecuaciones (4.7), se obtiene
a’Q,0 a&’Q0
dz° 5., &dz° g,
En & caso de pefiles doble Te, como d indicado en lafigura2.2, setiene
| _tb* | = 2bt® + hs® | = b’h’t
6 T 3 v24
S introducimos estas expresones en la tercera y cuarta ecuacion (4.7), se
oObtiene

+gaby—LAQC =0 (4.12)

(4.13)

16t L Ga hs 0 1 [EDb 1
oy b==|————F—m 4.14
o EE 205 2\/; t JTS (414
1+—
2bt®
y resulta entonces
aby—l_A =Jae (4.15)
donde e esun adimensond definido por laexpresidn
oz 2Ya (4.16)

h
S introducimos la ecuacion (4.15) en laecuacion (4.12), ésta quedaen laforma
s~ s~
Q.0 QO ke =0 (4.17)
dz” g . 2" G
La ecuacion (4.17) y las dete ecuaciones (4.11) son las condiciones que deben
satisfacer las ecuaciones diferenciales (4.8) y (4.10.

S. LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DEL
PROBLEM A

La solucidén generd de la ecuacion diferencid (4.8) correspondiente a tramo 1
(intervdlo 0<z <k) es

= Asennz + A,cosnz + Ashrez + Achrnz (5.1)
donde A, A,, A, y A, son dos condantes arbitrariasy 1y n son dos adimensionales
definidos por las expresiones
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2 a a 2 2 a
- < n=..—+gall-k) += 5.2
) 2 \/\/4 g( ) 2 (5:2)

S planteamos las dos primeras condiciones de la primerafila de ecuaciones
(4.11), seobtiene A, = A, =0 y laecuacion (5.1) queda
Q,=Asennz + A senhre (5.3
Para obtener la solucion de la ecuacion diferencia (4.10) conviene
definir una nueva variable adimensiona

Xx=1-z (5.9
con lo que la ecuacion diferencid (4.10) quedaen laforma
d'Q, _d°Q, gax?Q, =0 (55)
dx* dx® ? '
Proponemos como solucion de esta ecuacion una serie de potencias de laforma
Q, =X" (B + 8, X+ 8, X 8y X+ (56)

donde m es una constante.

S introducimos la ecuacion (5.6) en la ecuacion diferencid (5.5), se obtiene una
serie de potencias de x donde la menor potencia es x™“*. S anulamos € coeficiente de
esapotenciaen laserie, se obtiene

8o m(m- 1Ym- 2)(m- 3=0 57)
Esta ecuacion se satisface cuando
i0
11
m=j
{2
{3

(5.8)

y adoptamos arbitrariamente a, ,, =1.

S anulamos todos los demés coeficientes de la serie de potencias resultante, se
obtienen los coeficientes a, , de cuatro series de potencias de la forma (5.6) que son

solucion de la ecuacion diferencid y que se corresponden con los vaores de m
consignados en laecuacion (5.8).

La solucion generad de la ecuacion diferencid (5.5) puede entonces expresarse
como lasuma de cuatro series multiplicadas por sendas constantes arbitrarias, 0 sea

QZ :COfO+le1+CZf2+C3f3

(5.9

donde C,, C,, C, y C, son cuatro constantesy las series son

¥ .
f.= aa.l-z)™ (5.10)
i=0,2.4,..
m=0, 1, 2 3
Los coeficientes de las series en laexpresion (5.10) son
a
a,, =1 = a 511
o,m a2,m (m+2)(m+1) aO,m 4,m (m+4)(m+3) az,m ( )
a ga

e e -0 (e me - Dme - 2me -9
paaj=6, 8 10,., ¥.
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En las expresiones (5.11), m tomalos valores (5.8).
Las derivadas primera, segunday tercerade las series (5.10) son

%:_ ga (m+j)(1_z)m+j-l

dZ j=0,2,4, b

d?f, _ & , _ i

iz’ g?j,m(m jm+j-1)Q-2) (5.12)
1=0,2,4,

d*f

. |
- =s A a,(mjfmj-gm+ - 2 2)m
Z j=0,2,4,

S introducimos la solucion (5.9) en las dos Ultimas ecuaciones de la primera fila
de condiciones (4.11), se obtiene

C,=0 C,=0
con lo que la ecuacion (5.9) sereduce a
Q, =G f +C,f, (5.13)
S s plantean las tres condiciones de la segunda fila de ecuaciones (4.11),
mediante las expresones (5.3) y (5.13), se obtiene un sstema de cuatro ecuaciones

linedes adgebraicas homogéness en A, A, C, y C,. La condicion para que este

dgema tenga soluciones didintas de la trivid es que se anule € determinante de la
matriz de |os coeficientes, de donde resulta la ecuacion

sen nk senhnk - (fl)z:k - (f3)z:k

ntos nk ncoshnk - = -

- misennk n’senhnk - L+ - <

g’ f, 0 al*f, 0

en/asennk +micosnk  eg/a senhrk - n®coshnk o5 d232
g =« g -

(5.14)
Los dementos de la tercera y cuarta columna del determinante de la ecuacion

(5.14) == cdculan con las expresones (5.10) y (5.12), poniendo en dlas z =k y
ucesvamente m=1y m=3.

Laecuacion (5.14) esunafuncion delaforma

Flak,eg)=0 (5.15)

donde € adimensond a depende de las propiedades geométricas y mecanicas de la
viga, K define la podcion de las cargas en la longitud de la viga, e caracteriza a la
ubicacion dd  punto de aplicacidon de las cargas en @ plano de la seccion y g esun
adimensiona que representa a la magnitud de las cargas con rdacion a las propiedades
delaviga

Fijados, a, Kk y e, se obtiene g, como la menor raiz real pogtiva de la funcion
(5.15), lo que permite calcular la carga critica en régimen e &stico mediante la expresion

VB (5.16)

P =G B

6. LOSRESULTADOS OBTENIDOS
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Se redizaron los cdculos de g, tomando para a vdores en d intervao
01£a £100, que coinciden con los consderados por Timoshenko en @ problema de

pandeo latera de una viga de seccion doble Te bgo la accidon de una fuerza concentrada
en d centro (tabla 6-5 de referencia 10.1).
Losvaoresde k setomaron entre 0,0 y 0,9, variando en intervalosde 0,1.

Los vaores consderados para e son 10 (cargas agplicadas en € centro del da
inferior), 0,0 (cargas aplicadas en € baricentro), - 10 (cargas aplicadas en € centro del
aa superior) y vaores - 1,2, - 14y - 16, que corresponden a posiciones de las cargas
por encimade dasuperior.

Para redizar los cdculos se desarroll6 un programa de computacion en lenguge
Fortran en & que se usd doble precision. Las series fueron evauadas mediante la suma

de sus quinientos primeros términos (j =0, 2,..., 1000), después de comprobar que

los resultados no experimentaban cambio con cantidedes de términos menores que la
adoptada
L os resultados obtenidos se consignan en lastablas 6.1 a 6.6

Tabla6.1. Vaoresde g, parae=-16
k=00 | k=01 | k=0,2 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=0,8 | k=09
5822 | 5635 | 5218 | 4857 | 4739 | 49,70 | 57,21 | 7455 | 1171 | 264,8
1920 | 1861 | 17,29 | 16,16 | 1583 | 16,65 | 1919 | 2498 | 39,12 | 88,01
1418 | 13,75 | 1281 | 12,03 | 11,83 | 1248 | 1439 | 18,72 | 2924 | 6545
10,82 | 1051 | 9844 | 9305 | 9213 | 9,764 | 11,29 | 14,66 | 22,78 | 50,57
9431 | 9179 | 8632 | 8205 | 8169 | 8,692 | 10,06 | 13,06 | 20,20 | 44,55
8653 | 8432 | 7957 | 7600 | 7,601 | 8115 | 9410 | 1220 | 1881 | 41,24
7,794 | 7610 | 7221 | 6948 | 7,000 | 7514 | 8734 | 11,31 | 17,35 | 37,68
7324 | 7161 | 6824 | 6604 | 6691 | 7,212 | 8400 | 1087 | 1660 | 3581
7024 | 6876 | 6575 | 6392 | 6505 | 7,035 | 8208 | 1061 | 16,17 | 34,66
6,815 | 6678 | 6403 | 6250 | 6383 | 6922 | 8087 | 1045 | 1588 | 33,89
6,369 | 6,259 | 6,049 | 5966 | 6154 | 6,724 | 7,887 | 10,19 | 1538 | 32,38
6,126 | 6034 | 5867 | 5832 | 6059 | 6655 | 7830 | 1011 | 1520 | 31,68
5998 | 5916 | 5776 | 5771 | 6023 | 6638 | 7824 | 1011 | 1514 | 31,37
5918 | 5843 | 5723 | 5738 | 6,008 | 6637 | 7833 | 1012 | 1514 | 31,21

H
E8BERBERwo s~

Tabla6.2. Vdoresde g, parae=-14

k=0,1 | k=0,2 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=0,8 | k=09
56,58 | 5296 | 4990 | 49,18 | 51,93 | 59,97 | 7808 | 1218 | 2710
1920 | 1868 | 1754 | 1658 | 1640 | 17,37 | 2008 | 2612 | 40,63 | 89,98
1418 | 1381 | 1299 | 1233 | 1224 | 1299 | 1504 | 1955 | 30,32 | 66,86
1082 | 1055 | 9973 | 9525 | 9512 | 1014 | 11,76 | 1526 | 2357 | 51,59
9431 | 9211 | 8,739 | 8388 | 8417 | 9,006 | 1046 | 1356 | 20,87 | 4540
8,653 | 8461 | 8051 | 7,760 | 7,819 | 8392 | 9,758 | 12,65 | 1940 | 41,9
7,194 | 7634 | 7,300 | 7,083 | 7,183 | 7,747 | 9029 | 1169 | 17,85 | 3831
7324 | 7182 | 6893 | 6,723 | 6853 | 7,418 | 8661 | 1121 | 17,05 | 3637
7024 | 689% | 6,638 | 6500 | 6652 | 7,223 | 8446 | 10,92 | 16,57 | 3517
6,815 | 6,69 | 6462 | 6350 | 6520 | 7,09 | 8308 | 10,74 | 1626 | 34,36
6,369 | 6273 | 609 | 6046 | 6264 | 68064 | 8064 | 1042 | 1568 | 32,76
6,126 | 6,046 | 5907 | 5899 | 6,151 | 6,773 | 7978 | 1031 | 1545 | 3200
5998 | 5927 | 5811 | 5830 | 6104 | 6,741 | 7954 | 1028 | 1537 | 3165
5918 | 5853 | 5755 | 5792 | 608l | 6,730 | 7,951 | 10,27 | 1534 | 3146
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Tabla6.3. Vaoresde g, paae=-12

k=0,0

k=0,1

k=0,2

k=03

k=04

k=05 | k=06 | k=0,7

k=08

k=09

H
ERBERBERw o s~

58,22
19,20
14,18
10,82
9,341
8,653
7,79
7,324
7,024
6,815
6,369
6,126
5,998
5,918

56,82
18,76
13,86
10,59
9,243
8,489
7,658
7,203
6,915
6,714
6,288
6,058
5,938
5,863

53,75
17,79
1317
10,10
8,847
8,146
7,379
6,963
6,701
6,521
6,144
5,947
5,847
5,787

51,27
17,02
12,65
9,751
8575
7,925
7,220
6,844
6,610
6,451
6,128
5,967
5,890
5,846

51,05
17,00
12,67
9,822
8,675
8,046
7,372
7,019
6,803
6,659
6,375
6,244
6,185
6,155

54,28 | 6290 | 81,80
1812 | 21,02 | 2731
1354 | 1572 | 2041
1053 | 1225 | 1589
9334 | 1087 | 14,09
8,680 | 1012 | 1311
7988 | 9333 | 12,08
7631 | 8930 | 11,55
7416 | 8690 | 11,24
7275 | 8534 | 11,03
7,006 | 8245 | 10,65
6,891 | 8129 | 10,50
6,845 | 8,086 | 10,44
6,824 | 8,069 | 1042

126,6
42,19
31,44
24,39
21,55
20,00
18,36
17,50
16,98
16,64
15,99
15,70
15,59
15,53

2771
91,9
68,28
52,61
46,25
42,74
3BHA
36,92
35,67
34,82
33,13
32,31
31,92
31,70

Tabla6.4. Vaoresde

g paae=-10

Q

k=0,0

k=0,1

k=0,2

k=03

k=04

k=05 | k=06 | k=0,7

k=08

k=09

o
=

E825RBERooanA

58,22
19,20
14,18
10,82
9,431
8,653
7,194
7,324
7,024
6,815
6,369
6,126
5,998
5918

57,06
1884
1391
10,63
9,276
8,517
7,681
1,224
6,934
6,732
6,302
6,070
5,949
5,873

54,55
18,04
13,36
10,23
8,955
8,241
7,458
7,034
6,765
6,580
6,191
5,987
5,882
5,819

52,68
1747
12,97
9,982
8,766
8,092
7,360
6,967
6,721
6,554
6,210
6,036
5951
5901

53,00
17,63
13,12
10,14
8941
8,279
7,567
7,190
6,958
6,802
6,489
6,338
6,268
6,230

56,77 | 66,01 | 8571
1892 | 2202 | 2857
1411 | 1643 | 21,31
1095 | 12,77 | 1654
9675 | 11,30 | 14,63
8,980 | 1050 | 13,59
8,238 | 9648 | 1248
7851 | 9207 | 11,90
7615 | 8941 | 11,56
7458 | 8,765 | 11,33
7,152 | 8428 | 10,89
7012 | 8281 | 10,69
6,951 | 8219 | 1061
6,919 | 8189 | 1057

1316
43,79
32,60
25,22
22,25
20,62
18,87
17,95
17,39
17,02
16,29
15,95
15,80
1572

2833
93,94
69,69
53,63
47,09
43,48
39,55
37,46
36,16
35,28
33,49
32,60
32,18
31,93

Tabla6.5. Vaoresde g, para e=0,0

Q

k=0,0

k=0,1

k=0,2

k=03

k=04

k=05 | k=06 | k=0,7

k=08

k=09

o
=

582ERBERwoane

58,22
19,20
14,18
10,82
9431
8,653
7,194
7,324
7,024
6,815
6,369
6,126
5,998
5918

58,25
19,22
14,19
10,82
9,437
8,659
7,800
7,329
7,029
6,820
6,374
6,131
6,002
5,922

58,70
19,37
14,30
1091
9,513
8,729
7,864
7,391
7,089
6,879
6,431
6,188
6,060
5,980

60,34
1991
14,70
11,22
9,788
8,984
8,097
7,612
7,304
7,090
6,635
6,389
6,260
6,180

64,12
21,16
15,63
11,93
1041
9,561
8,623
8,112
7,787
7,562
7,086
6,831
6,697
6,615

71,29 | 84,15 | 1079
2353 | 27,78 | 3564
1738 | 2053 | 26,33
1328 | 1569 | 20,13
1159 | 1370 | 17,58
1065 | 1258 | 16,15
9,610 | 11,36 | 14,59
9044 | 10,70 | 13,74
8,687 | 10,28 | 13,20
8439 | 9989 | 1283
7918 | 9381 | 12,06
7641 | 9060 | 11,65
7497 | 884 | 1144
7400 | 8793 | 11,31

1584
52,31
38,65
20,54
2580
23,71
21,42
20,17
19,39
18,85
17,71
1712
16,81
16,63

314,1
103,7
76,63
58,58
51,16
47,01
42,47
40,00
38,44
37,37
3512
33,95
3334
32,97
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Tabla6.6. Vaoresde g, parae=10

k=00 | k=01 | k=02 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
58,22 | 5945 | 6305 | 6899 | 7747 | 89,16 | 1059 | 1328 | 1856 | 3432
1920 | 1960 | 20,75 | 2265 | 2537 | 2915 | 3462 | 4344 | 60,85 | 1129
1418 | 1446 | 1528 | 1664 | 1860 | 21,34 | 2533 | 31,82 | 44,66 | 83,08
1082 | 11,02 | 1161 | 1259 | 1402 | 1605 | 1904 | 2396 | 33,75 | 6310
9431 | 9597 | 1009 | 1091 | 1211 | 1384 | 1641 | 2068 | 2921 | 54,84
8,653 | 8799 | 9231 | 995 | 1103 | 1258 | 1492 | 1882 | 2664 | 50,18
7,794 | 7917 | 8279 | 8894 | 9815 | 1117 | 1324 | 16,73 | 23,78 | 4503
7324 | 7432 | 7,754 | 8305 | 9140 | 1038 | 1231 | 1558 | 2221 | 4221
7024 | 7123 | 7418 | 7926 | 8705 | 9876 | 11,71 | 14,84 | 21,19 | 4041
6,815 | 6907 | 7,182 | 7,660 | 8398 | 9518 | 1128 | 14,31 | 2049 | 39,16
6,369 | 6444 | 6673 | 7,081 | 7,729 | 8,741 | 1036 | 13,19 | 1897 | 36,50
6126 | 6,191 | 6390 | 6,757 | 7,354 | 8305 | 9852 | 12,56 | 18,13 | 3506
5998 | 6055 | 6238 | 6580 | 7,150 | 8068 | 9574 | 1223 | 17,69 | 3431
5918 | 5971 | 6141 | 6468 | 7019 | 7917 | 9398 | 1201 | 1741 | 33,83

H
ERBERBERw o s~

7. CALCULO DE LAS CARGAS CRITICAS MEDIANTE LAS FORMULAS
APROXIMADASDEL EUROCODE 3

En d Eurocode 3 (ref. 10.6), la resistencia de caculo de un demento flexado se
obtiene por un procedimiento que tiene en cuenta € momento critico en régimen
eladtico (ver art. 5.5.2 de lanorma).

En su anexo F, condgna procedimientos para cacular é momento critico de
vigas dasticas con diversas condiciones de carga. En @ caso particular de secciones
doble Te, se usalaférmula (F-4)

2 00'5 U
v, =c,PE. leaek ¢ | (k")i%czzg)za -C,z,y (7.
" (kL) T%ﬁgl p’El, f ;

En eda formula las congantes C, y C,, deben buscarse en la tabla F.1.2 de
dicho anexo. Sn embargo, en este caso, la longitud libre entre secciones que no tienen
restriccion d desplazamiento laterd es igud a la mitad de la longitud de la viga y su
diagrama de momentos flexores tiene la forma modrada en la figura 7.1. Ete diagrama
no coincide con ninguno de los casos contemplados en la tabla F.1.2, 0 sea que €
Eurocode 3 no tiene los dementos suficientes para resolver @ problema  agui
considerado.

P(L-0

Fig. 7.1. Diagrama de momentos flexores.
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En base a los resultados tedricos obtenidos en € presente trabgo, se encontraron
valores para los coeficientes C, y C,, a fin de que pueda aplicarse la formula del
Eurocode 3 a este caso, Después de redizar numerosos tanteos mediante un programa
de computacion, se llegé a obtener C, =1130 y C, =0,227. H criterio usado para fijar
estos vadores fue @ de obtener € minimo error posible para k =0,5, 0 seaen € caso en
gue las cargas estén aplicadas en los cuartos de laluz de laviga

La formula (7.1), expresada en términos de los adimensondes definidos en €
presente trabgjo y poniendo k =k, =1, quedaen laforma

(K)ezclpz.[él+ 1 2eu

ki el er

donde hemos llamado (gK)e a vaor critico dd adimensiond da‘lnldo por la quinta

ecuacion (4.7), calculado de acuerdo con la norma europea.
Mediante la expresion (7.2) y los vaores adoptados para las constantes C, y C,,

(7.2)

se cacularon todos los vaores de (gK)e que se corresponden con los vaores de g,

consignados en las tablas 6.1 a 6.8 y, tomando a estos Ultimos como valores exactos, se
cacularon en cada caso | os errores relativos porcentuaes

Ee :gK B (gK)

gue seconsignan en lastablas 7.1 a7.6

Tabla7.1.Vaoresde E, parae=-16.

k=00 | k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
1340 | 1038 | 678 | 367 143 | -01 -80 | -101 | -59 64
1304 | 1010 | 660 | 357 140 | -01 -79 | -101 | -61 56
1270 | 981 | 641 | 348 136 | -01 -78 | -101 | -64 48
1213 | 935 | 611 | 332 131 | -01 -76 | -100 | -68 34
116,7 | 898 | 58,7 | 320 126 | -01 -75 | <100 | -7.2 24
1129 | 868 | 56,7 | 309 122 | -01 -14 -99 -14 15
1071 | 820 | 535 | 292 116 | -02 -7,2 -99 -78 01
1027 | 784 | 511 | 279 111 | -02 -70 -98 -81 -09
P2 | 7B55 | 492 | 269 107 | -02 -6,9 -9,7 -83 -1,7
%4 | 732 | 476 | 261 103 | -03 -6,8 -9,7 -85 -24
887 | 669 | 434 | 237 94 -04 -6,5 -94 -89 -41
832 | 624 | 404 | 21 8,7 -05 -6,3 -93 -91 -52
79,7 | 596 | 385 | 211 8,3 -05 -6,2 -91 -93 -6,0
773 | 575 | 372 | 203 80 -0,6 -6,1 -9,0 -93 -6,5

H
E888RBERwosn~Se
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Tabla7.2.Vaoresde E, parae=-14.

a | k=00 | k=01 | k=02 | k=0,3 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
01 (1242 | 961 | 632 | 345 136 | -00 -76 -98 -6,2 44
1 1211 | 936 | 616 | 336 133 0,0 -75 -98 -6,4 3,6
2 | 1182 | 913 | 599 | 328 | 130 | -00 | -74 -97 | -67 29
4 | 1133 | 872 | 573 | 315 125 | -00 -73 -9,7 -1 17
6 | 1093 | 840 | 552 | 303 | 121 | -00 | -71 97 | -73 08
8 | 1061 | 814 | 534 | 294 117 -01 -70 -9,6 -7,6 0,0
12 | 1010 | 772 | 306 | 279 112 -01 -6,9 -9,6 -79 -12
16 | 972 | 740 | 485 | 267 10,7 -01 -6,7 -95 -8,2 21
2 | A2 | 716 | 468 | 258 103 | -02 -6,6 -94 -84 -28
24 | 91,7 | 695 | 454 | 250 100 | -02 -6,5 -94 -85 -34
40 | 850 | 640 | 417 | 229 9,2 -03 -6,3 -9.2 -89 -4.8
60 | 801 | 600 | 390 | 214 85 -04 -6,2 -90 -91 -59
8 | 771 | 575 | 372 | 205 81 -05 | -61 -90 | -92 -6,6
100 | 749 | 557 | 361 | 198 78 -05 | -60 -89 | -93 -70
Tabla7.3.Valoresde E, parae=-12.
a | k=00| k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
01 | 1147 | 886 | 586 | 323 130 01 -1.2 -95 -6,6 22
1 (1121 | 85 | 572 | 316 12,7 01 -71 -95 -6,8 16
2 | 1097 | 844 | 558 | 309 124 01 -70 -95 -70 10
4 | 1056 | 8L1 | 535 | 297 120 0,0 -6,9 -94 -73 -01
6 | 1022 | 783 | 51,7 | 287 116 0,0 -6,8 -94 -7,6 -09
8 P4 | 761 | 02 | 278 113 00 -6,7 -94 -78 -15
12 | 951 | 725 | 478 | 265 | 107 | -00 | -66 -93 | -81 -25
16 | 918 | 698 | 459 | 255 | 103 | -01 | -64 -92 | -83 -33
20 | 892 67,7 | 444 | 247 100 -01 -64 -9.2 -85 -39
24 | 871 | 659 | 432 | 240 97 -01 -6,3 -9.2 -8,6 -44
40 | 813 | 611 | 399 | 221 89 -03 -6,1 -90 -90 -57
60 | 771 | 576 | 376 | 208 83 -04 -6,0 -89 -9.2 -6,6
80 | 744 | 554 | 360 | 199 79 -05 -59 -89 -93 -7.2
100 | 726 | 539 | 350 | 193 7,7 -05 -59 -89 -94 -7,6
Tabla7.4Valoresde E, para e=-10.
a | k=00| k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
01 | 1055 | 813 | %40 | 302 122 0,2 -6,8 -9.2 -71 -00
1 1033 | 796 | 528 | 295 120 0,2 -6,7 -9.2 -73 -05
2 | 1014 | 778 | 51,8 | 289 118 0,2 -6,7 -9.2 -14 -10
4 980 | 751 | 498 | 279 113 0,2 -6,5 -9.2 -1.7 -19
6 952 | 728 | 483 | 270 110 01 -6,5 -9.2 -79 -2,5
8 929 | 709 | 470 | 263 10,7 01 -6,4 -91 -81 -31
12 | 893 | 679 | 449 | 251 | 103 00 -6,3 -91 | -83 -39
16 | 866 | 656 | 434 | 242 99 00 -6,2 -91 | -85 -4,6
20 | 844 | 638 | 421 | 235 9,6 -00 -6,1 -90 -8,7 -51
24 | 86 | 623 | 411 | 229 94 -01 -6,1 -89 -88 -55
4 | 77,7 | 583 | 382 | 213 8,6 -0,2 -59 -88 -91 -6,5
60 | 741 | 553 | 361 | 201 81 -03 -58 -88 -83 -7,3
80 | 719 | 534 | 348 | 194 78 -04 -58 -88 -95 -7.8
100 ( 702 | 520 | 339 | 188 75 -05 -58 -88 -96 -8,2
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Tabla7.5.Vaoresde E, para e=0,0.

a | k=00| k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=09
01| 643 | 479 | 325 | 192 85 0,6 -50 -87 | -106 | -114
1 640 | 478 | 324 | 191 85 05 -51 -86 | -106 | -114
2 | 640 | 477 | 323 | 190 84 05 -50 -87 | -106 | -114
4 | 637 | 473 | 320 | 188 8,3 04 -51 -86 | -106 | -114
6 634 | 471 | 318 | 187 8,2 04 -51 -87 | -106 | -114
8 631 | 469 | 316 | 185 81 04 -52 -87 | -106 | -114
12 | 626 | 465 | 313 | 183 80 03 -52 -87 | -106 | -114
16 | 623 | 461 | 310 | 180 78 02 -52 -87 | -106 | -114
2 | 619 | 458 | 30,7 | 179 1,7 01 -52 -87 | -106 | -114
24 | 616 | 455 | 305 | 17,7 76 01 -53 -87 | -106 | -114
40 | 60,7 | 447 | 298 | 172 73 -01 -53 -87 | -106 | -114
60 | 599 | 40 | 292 | 167 70 -03 -54 -88 | -106 | -114
80 | 594 | 436 | 288 | 165 6,8 -04 | -54 -88 | -106 | -114
100 | 590 | 432 | 286 | 163 6,7 -04 | -55 -88 | -106 | -114
Tabla7.6. Vaoresde E, para e=1,0.
a | k=00 | k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=06 | k=0,7 | k=08 | k=0,9
01| 313 | 20,7 | 137 89 4.8 05 -45 | -102 | -163 | -226
1 324 | 216 | 143 93 49 05 -45 | -102 | -161 | -22.2
2 335 | 25| 151 9,7 51 05 -46 | -101 | -159 | -218
4 3H3 | 240 | 162 | 102 52 04 -48 | -101 | -156 | -211
6 36,7 | 252 | 170 | 107 53 03 -49 | -101 | -153 | -205
8 379 | 262 | 17,7 | 111 55 02 -49 | -100 | -151 | -20,0
12 | 397 | 27,7 | 187 | 116 56 01 -51 | -100 | -147 | -193
16 | 411 | 289 | 195 | 120 56 -0,0 -51 | -100 | -144 | -187
20 | 422 297 | 201 | 123 5,7 -01 -52 -99 | -142 | -182
24 | 430 | 304 | 206 | 125 57 -01 -53 -99 | -140 | -178
40 | 453 | 323 | 218 | 131 58 -03 -55 -97 | -135 | -167
60 | 469 | 336 | 25 | 134 58 -05 -55 -97 | -131 | -160
80 | 479 | A3 | 230 | 136 58 -0,6 -56 -95 | -128 | -154
100 | 486 | 349 | 233 | 137 5,7 -0,6 -5,6 -95 | -126 | -141

8. CALCULO DE LASCARGASCRITICASMEDIANTE LA NORMA
LRFD DEL AISC

En la norma dd American Inditute of Sted Congtruction (ref. 10.4), € cdculo
del momento critico de pandeo lateral torsiona de vigas esta considerado en € caso en
gue las cargas estan aplicadas alo largo del g e baricéntrico.

En d régimen dagico, d momento critico en barras de seccion doble Te esta
dado por laformula (F1-13)

.2

M, :Cbﬂ\/ElyGJ 2 ¢, 8.1)
Lb Lb 2

donde J es la constante de torson libre de la seccion, L, es la longitud libre Sn

ariodramientos y C, es € momento de inercia sectorid 'y C,es un coeficiente

adimensiona que se cacula con laexpresidon
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_ 125M
G = 25M . +3M, +4M, +3M,
La expresion (8.1) puede escribirse en términos de los adimensondes definidos
por las ecuaciones (4.7), resultando

(82)

2
(@) =Copyi+ 83)

donde d coeficiente C,, cadculado con la ecuacion (8.2) y teniendo en cuenta €
diagrama de momentos flexores representado en lafigura 7.1, tomalos vaores

Cb:M para0<k£1
3-k 4

33- 22k 4 2

A _ 500 k) para1£k£§

41- 3% 2 4

C, =1 para§f£k<1

En la ecuacion (83), hemos llamado (g,).d vaor critico oel

adimensond definido por la quinta ecuacion (4.7), cadculado mediante la norma
americana
Por cuanto en la norma americang, las cargas se suponen aplicadas en € ge

baricéntrico de la viga, s0lo podemos comparar (gK)a con los vaores obtenidos en €
presente trabgjo para e=0,0 consgnados en la tabla 6.5; S tomamos a estos Ultimos
como vdores exactos, se pueden cdcularon en cada caso los errores reativos
porcentuales

E = Mm@%
(gK )a

a

gue se consgnan en latabla8.1.
Tabla8.1.Vaoresde E, para e=0,0.

k=00 | k=01 | k=02 | k=03 | k=04 | k=05 | k=0,6 | k=0,7 | k=08 | k=09
114 7,7 70 16 -11 -0,0 -24 32 10 01
112 7,6 70 15 -11 -00 -24 32 10 01
112 75 6,9 14 -1,2 -01 -24 32 10 01
110 73 6,7 13 -13 -01 -24 32 10 01
108 71 6,5 12 -14 -0,2 -24 32 10 01
10,6 70 6,3 10 -14 -0,2 -2,5 32 10 01
10,3 6,7 6,1 08 -16 -03 -2,5 32 10 01
10,0 64 58 0,6 -1,7 -04 -2,5 32 10 01
98 6,2 56 04 -18 -04 -2,5 31 10 01
9,6 6,0 54 03 -19 -05 -2,6 31 10 01
89 54 49 -01 -2,2 -0,7 -2,7 31 10 01
84 49 44 -05 -2,5 -08 -2,7 31 10 01
81 45 41 -0,7 -2,7 -09 -28 31 10 01
78 43 39 -09 -2,8 -1,0 -28 30 10 01

'_\
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9. CONCLUSIONES
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Los vaores criticos de las cargas que producen € pandeo laterd torsond en
régimen eagtico en @ caso estudiado, pueden calcularse mediante las tablas 6.1 a 6.6.
Los resultados muedtran que es muy importante la influencia que tiene la dtura ded
punto de aplicacion de las cargas.

Admismo, S se comparan los valores obtenidos en este caso con los obtenidos
en referencia 109 para d problema andogo a éste, pero sn d ariodramiento, se
observa € gran incremento que la presencia del arriostramiento produce en los valores
delas cargas criticas.

La norma europea Eurocode 3 contiene una férmula generd para € cdculo de
momentos flexores criticos en régimen eagtico que permite tener en cuenta la dtura de
aplicacion de las cargas, pero la norma no trae los vaores de los coeficientes recesarios
pararedizar |os caculos correspondientes a este caso.

Con los valores de los coeficientes C, y C, propuestos en € presente trabajo, se
obtiene una excdente solucion de este problema de pandeo cuando las cargas estén
aplicadas en los cuartos de la luz, o sea para k =0,5. Los errores en este caso son
inferiores a 0,6%. S s aplica la formula con 0,5£k £0,7, los errores relativos en

cuaquier caso tienen un valor absoluto menor que 10,2% (ver tablas 7.1 a 7.6).

La formula aproximada de la norma americana LRFD es gplicable cuando las
cargas estan aplicadas en € ge de la viga En ese caso, da errores relativos de vaor
absoluto inferior a 3,2% cuando 0,3£k £0,9. Para O£k <03 los errores son ago

mayores, pero del lado de la seguridad (ver Tabla 8.1). No puede usarse cuando las
cargas estén aplicadas por encima del ge baricéntrico, porque los errores pueden ser
importantes'y del lado de lainseguridad.
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